Неделя 12

Понятие интеграла Фурье. Представление функции интегралом Фурье

Лекция №12

Цель лекции: ввести понятие интеграла Фурье как предельной формы ряда Фурье и научиться представлять непериодические функции с помощью непрерывного спектра гармоник.
1. От ряда Фурье к интегралу Фурье
При увеличении периода дискретный набор частот становится все более плотным. В пределе разложение приводит к интегральному представлению функции.
2. Интеграл Фурье в вещественной форме
f(x)=∫₀^∞[A(ω)cos(ωx)+B(ω)sin(ωx)]dω
A(ω)=(1/π)∫₋∞^∞ f(t)cos(ωt)dt
B(ω)=(1/π)∫₋∞^∞ f(t)sin(ωt)dt
3. Четные и нечетные функции
Если f четная, B(ω)=0 и используется косинусное представление. Если f нечетная, A(ω)=0 и остается синусное представление.
f(x)=(2/π)∫₀^∞ cos(ωx)[∫₀^∞f(t)cos(ωt)dt]dω   (четная f)
f(x)=(2/π)∫₀^∞ sin(ωx)[∫₀^∞f(t)sin(ωt)dt]dω   (нечетная f)
4. Условия представимости
Классическая формула интеграла Фурье применяется при достаточной интегрируемости функции и стандартных условиях Дирихле: кусочной гладкости и конечном числе экстремумов и разрывов на конечных интервалах.
5. Разобранные примеры
Пример 1. f(x)=e^(−a|x|), a>0. Решение: Функция четная, поэтому B(ω)=0. A(ω)=(2/π)∫₀∞e^(−at)cos(ωt)dt=2a/[π(a²+ω²)]. Следовательно f(x)=∫₀∞ 2a cos(ωx)/[π(a²+ω²)] dω.
Пример 2. Прямоугольный импульс: f(x)=1 при |x|<a, 0 при |x|>a.
Решение: Функция четная. A(ω)=(2/π)∫₀^a cos(ωt)dt=2sin(aω)/(πω). B(ω)=0.
Пример 3. Нечетная функция f(x)=sign(x)e^(−a|x|).
Решение: A(ω)=0. B(ω)=(2/π)∫₀∞e^(−at)sin(ωt)dt=2ω/[π(a²+ω²)].
Пример 4. Определить тип представления для четной функции.
Решение: поскольку произведение четной f(t) на sin(ωt) нечетно, B(ω)=0. Используется только косинусная часть.
Пример 5. Определить тип представления для нечетной функции.
Решение: Произведение f(t)cos(ωt) нечетно, поэтому A(ω)=0. Используется синусная часть.

Контрольные вопросы
1. Что называется интегралом Фурье?
2. Как он связан с рядом Фурье?
3. Что представляют коэффициенты A(ω), B(ω)?
4. Как упрощается формула для четной функции?
5. Как упрощается формула для нечетной функции?
6. Какие условия обычно накладываются на функцию?
[bookmark: _GoBack]7. В чем отличие дискретного и непрерывного спектров?
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